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Chapitre 7 : Représentation stéréographique et
matricielle des opérateurs de symétrie

7.1 Introduction
Il existe différentes représentations des opérations de symétrie :

o0 La notation de Seitz - Bauer : elle permet d'identifier facilement l'opération de
symétrie gu'elle représente : l'opérateur de rotation est écrit a droite, la partie translation
a gauche :

axes hélicoidaux : la composante parallele a la direction propre +1 de
l'opérateur de rotation donne la composante de glissement

miroirs a glissement : les deux composantes paralléles aux directions propres
dégénérées +1 donnent les directions de glissement (dans le plan du miroir)

les composantes perpendiculaires sont liees a la position de I'élément de
symétrie associé a l'opérateur de symétrie.
0 Représentation matricielle: la valeur des éléments de la matrice dépend non
seulement de l'opération de symétrie qu'elle représente, mais aussi du repére dans
lequel elle est exprimée.

L'application successive d'opérations de symétrie se traduit par la multiplication dans
l'ordre des matrices qui les représentent. L'écriture et l'identification des opérations de
symeétrie se fait sans difficulté. Le calcul matriciel est un outil bien adapté a la
détermination des coordonnées des positions transformées dans la maille de
référence.

o Projection stéréographique: la propriété essentielle de la projection
stéréographique étant de conserver les angles, on peut aussi l'utiliser pour la
représentation des opérateurs de symétrie d'orientation . Elle permet de représenter
sur un plan l'effet d'une opération de symétrie isolée ou d'une succession d'opérations.
Elle conduit ainsi a des constructions géomeétriques, qu’il est souvent facile
d’interpréter.

On utilisera ces trois types de représentation

7.2 Projection stéréographique

Soit une sphere ayant pour centre le point de concours O des normales aux faces d'un
cristal et de rayon p arbitraire. Les points d'intersection de ces normales avec la sphere
sont les péles des faces (en abrégé podles). On se rend compte facilement que cette
projection sphérique n'est guére pratique. La projection stéréographique a été introduite
pour projeter la projection sphérique sur un plan.

Soit un axe passant par O, par analogie avec la cartographie, les points d'intersection
de cet axe avec la sphére sont les points N et S (pbles Nord et Sud). Le plan diamétral
perpendiculaire a N S est le plan équatorial .

En prenant les points N et S comme centres de projection (choix habituel), le plan
équatorial est le plan de projection. La projection géréographique d'un pble P est
l'intersection p de la droite SP avec le plan.



Page 2 sur 12  Cristallographie 7 : Représentation de opérateurs de symétrie
On vérifie que : SP S =2R?

p est Iimage de P par une inversion (au sens mathématique) de centre S et de
puissance 2R2. Fig 7.1
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Figure 7.1 - Projection stéréographique

Le plan p est I'image de la sphére dans la projection de centre S. tous les points de
I'hnémisphere " Nord "sont a l'intérieur du grand cercle , ceux de I'hémisphére " Sud "
sont a l'extérieur.

Par convention : Si le pble P se trouve dans I'hémisphére " Nord " le pdle (centre) de
projection est S , le point projeté est noté par une croix. Si le pole P se trouve dans
I'némisphere " Sud ", le pdle de projection est N, le point projeté est noté par un cercle

On pourra vérifier que les intersections de la sphére de projection avec les plans
suivants ont pour projection, Fig. 7.2 :

0 undiamétre, si le plan contient 'axe N S
0 un cercle centré sur O, si le plan est perpendiculaire a 'axe N S
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0 deux arcs de cercles suivant que la projection est effectuée de S ou de N, sile plan
coupe le plan de projection suivant un diamétre
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Figure 7.2 - Projection stéréographique de cercles

7.2.1 Exemple d'utilisation de la projection stéréographique

L'abaque (ou stéréogramme) de Wulff, Fig. 7.3 est la projection stéréographique d'une
série :

0 de grands cercles passant par un diametre D du plan équatorial et inclinés de 1 (ou
2) deg. en 1 (ou 2) deg.

0 de petits cercles ayant pour axe le diamétre D et de rayon correspondant a un
intervalle de 1 (ou 2) deg.

La propriété essentielle de la projection stéréographigue étant la conservation des
angles, les grands et des petits cercles de I'abaque sont orthogonaux. La droite N S est
perpendiculaire a la figure.

Figure 7.3 - Abaque de Wulff La figure a été tournée jusqu’a ce que la courbe en pointillé coincide
avec un grand cercle

Considérons deux normales aux faces d'un cristal : elles se trouvent dans un plan
diamétral, leurs projections se trouvent donc sur un grand cercle.
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Pour mesurer l'angle entre ces normales, il faut tourner, autour du centre de I'abaque,
la figure sur laquelle les deux projections sont tracées, jusqu'a ce qu'elles se trouvent
sur un méme grand cercle.

L'angle entre les deux normales est donné par le nombre d'intersections de petits
cercles

7.2.2 Représentation des opérations de symétrie d'orientation

L'ensemble des points p' images des directions OP équivalentes déduites les unes des
autres par les opérations de symétrie associées a un opérateur A, constitue la
représentation stéréographique de cet opérateur. Le nombre des points p' donne l'ordre
de cet opérateur.

On considére d'abord les opérateurs de symétrie d'ordre supérieur a 2 ; 'axe N S est
paralléle a I'élément de symétrie. Fig. 7.4/ 7.5

On remarque que :
o l'opération3 implique un centre : 3 =31
o l'opération4 implique une opération binaire d'axe colinéaire.

o l'opération6 implique une opération d'ordre 3 et un miroir de normale colinéaire a

laxe3: 6 =3/m
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Figure 7.4 - Axes Directs
On a représenté dans l'ordre : 'opération unité (1), un Az, un A4 et un Ag.



Cristallographie 7 : Représentation de opérateurs de symétrie Page 5 sur 12

AT T A
s ", fr” & \HI
i SRy = <] o
" S LL\ o ,Jll
\\Er_;/-* \H"‘ﬂ-__ _i;_f’

-~ S

S ™
i b

3 a E ]I
i !

" A

™. A
— -~

Figure 7.5 - Axes Inverses

On a représenté dans l'ordre : Un centre (1) ,un Az ,un A4 etun Asg.
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Figure 7.6 - Axes binaires Directs et Inverses (miroirs) .

A droite : en bas un axe binaire parallele a I'axe de projection N S, en haut un axe binaire
perpendiculaire & 'axe N S .

A gauche ,en bas un miroir de normale perpendiculaire a 'axe N S ,en haut un miroir de normale
paralléle a 'axe N S

7.3 Matrice de rotation
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Figure 7.7 - Exemple d'une rotation autour de l'axe c
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On se donne 3 vecteurs de base (é, 5, 6). Toute opération de symétrie autour du

point O transformera le repere (O, & b, €) en un repere (O, a¢ b¢ &, les points

ayant mémes coordonnées dans les deux reperes, seront les images les uns des
autres.

0 Si une opération de symétrie laisse un cristal invariant, il en est de méme pour son
réseau. Fig. 7.7.

o Sile repere (O, &, 5, C) est un repére cristallographique, le repére transformé
(O, 30}5(11@ en est un autre : les vecteursd',b',C' sont des vecteurs du réseau,
combinaisons linéaires de &, b, © .

Conséquence :les coefficients de la matrice représentant l'opération de symétrie
sont des entiers relatifs.

((@,b,c)=(ab,c)A alz

Soit I un vecteur ayant pour coordonnées x y z dans (O, &, 5, C), le vecteur

transformé I 'conserve les mémes coordonnées dans le repére (O, a¢ b¢ @

o

r'=(a'6'c) éy;(aﬁé)éyé
Zy Z'y

d'oti les coordonnées de X' y' z' de  dans (O, &, b, ©):
aX'0 X0
v I=(Agy:

G5 &

Cette matrice, rapportée a la base (&, 6, C) , représente une simple opération de

rotation autour d'un axe passant par l'origine de la malille, elle s’écrit: {O 0 O|A} .

Si l'opération de symétrie est avec glissement et élément de symétrie décalé par
rapport a l'origine, la notation de Seitz - Bauer (S - B) devient :

{tx [P | Ah} n est 'ordre I'opération de rotation .

La matrice représentant cet opérateur est une matrice (4,4) dite matrice augmentée,
définie comme suit :

e - - |tx0
g- AB3) - It
g_ - - |tz_
€& o0 o0 1
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La matrice A(3,3) représente l'opération de symétrie d'orientation autour de l'origine de
la maille. L'élément as4 est égal a 1, la derniere ligne est complétée par des zéros.

—

La transformation [’ :{tX t 1 |A} r=Ar+t=sécrit:

'O e - - |t 6ax0
Gy'™ C. T2V
gy'+:g A(3.3) Ity &Y
Gz'+v ¢ - - |Gz

€17 ¥ *
€1, 8 o0 o0 131,
Le dernier élément des matrices colonne est pris égal a 1

7.4 Propriétés des matrices de rotation

Pour que l'opération de symétrie notée{f|A} soit élément d’'un groupe de symétrie

cristallographique, il faut qu'elle conserve les angles, les distances et la triple
périodicité.

7.4.1 Invariance du tenseur métrique

On rappelle gu’une opération de symétrie ne charge ni les modules des vecteurs, ni les
angles gu'’ils font entre eux.

Considérons deux vecteurs [, et T, rapportés a une base (&, b, C), de tenseur
métrique (G) :

a0 &, 0
n=@be)gy,l  f=(abo)dy,-
Z g Z g

Les coordonnées (X, Y;,2,) et (X,,Y,,Z,) des vecteurs transformés dans (4, b, €)
sont donnés par :

', aex1 &', 0 %, 0
YII=(AT EYLI=(A Y.L
é 21,0 gz'za ézza

(A) est la représentation dans (a, 5, C) de la matrice associée a l'opération de
symétrie, transformant r”lenr‘l egr, enTZ" Ecrivons la conservation du produit

scalaire : (F; [F,) = (F; |F2)
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&, 6 &', 0 &, 0
(%% 2)(0) v T=(x. v, z-l)(e)éy;:(xl % 2) (A)(C) (A) éy
Z g Z,p 2,5

soit: (G)=(A) (G)(A)

Réciproquement, si un opérateur laisse le tenseur métrique d'une base donnée
invariant, alors c'est un opérateur de symétrie compatible avec cette base.

Remarque : au cours d'un changement de base défini par la matrice (P), le tenseur
métrique (G') transformé de ( G ) s'écrit :

_ _ (G)=(PY)(©G)(P) _ o
la matrice de rotation ( A ) apparait comme une matrice de transformation particuliére.
Dans un repere (O, a, 5, C) orthonormé la matrice (A) est unitaire, en effet la
relation d'invariance se réduit a (I) = (AY) (A) puisque (G) = (1), soit :

(A)-1 = (At

En s'appuyant sur la relation d'invariance du tenseur métrique, on peut montrer que :

0 si A et A représentent une opération de symétrie, alors le produit AjA; est aussi
une opération de symeétrie.

0 si A représente une opération de symétrie, l'inverse Al est aussi une opération de
symétrie.

On peut retrouver ainsi que les opérations de symétrie forment un groupe.

7.4.2 Déterminant des matrices de rotation
En écrivant la relation d'invariance du tenseur métrique sous la forme :
G A" =) (G)
et en prenant les déterminants, il vient :
det(A)=+-1

+1 est associé a une opération de symeétrie directe, -1 a une opération de symétrie
inverse (roto-inversion).

7.4.3 Trace des matrices de rotation

Dans un repére orthonormé, la matrice représentant une rotation d'angle j autour
de z s'écrit (matrice unitaire) :

xCcosj sinj 0p
(A)=+-%-sinj cosj O

0 0 1

avec det (A, = +1 (opération directe), /- 1 (opération inverse). Sa trace est égale a
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La trace de la matrice représentant la méme opération de symétrie, mais rapportée a
unrepeére cristallographique, est un entier relatif.

Si B est la matrice de changement de base faisant passer d'un repere a l'autre, la
matrice (A',) transformée de (A) par 'opération B devient (cf. 8.6) :

(A2)=(B) (Ap (B)1
Sachant que Trace (X Y) = Trace (Y X , les traces de (A, et de (A", sont égales :
+(1+2cosj )1 Z

Il en résulte que les seules opérations de symétrie directes possibles sont celles qui
satisfont a:- 1<(1+ 2cosj ) <3

7.4.4 Valeurs propres - Directions propres
Soit A une matrice de rotation : si " est un vecteur propre associé a la valeur propre
m: Ar=mr
Soit par exemple une matrice de rotation A représentant une rotation pure d'angle
f autour de z, rapportée a un repere orthonormé.
L 'équation séculaire s'écrit :

det (A,-ml)=(1-m)[ (cosf - m)2 +sin2f }]1=0

Les valeurs propres sont :

m=1;m=cosf +isinf ;my=cosf -isinf

On peut généraliser ce résultat :

o0 le module des valeurs propres est égala 1

o ilyenalou3réelles (f =kp)

o m= 1 correspond a un élément de symétrie d'une rotation directe

0 m=-1 correspond a un élément de symétrie d'une roto - inversion

7.5 Exemples de représentation des opérations de symétrie

La détermination de la matrice représentant une opération de symétrie sans glissement
se traite comme un changement de base.

7.5.1 Elément de symétrie passant par l'origine
0 Soit une opération de symétrie est d'ordre 4 autour de l'axe z. Fig. 7.7

La représentation matricielle est rapportée a une maille quadratique (ou cubigue)
compatible avec cette opération de symétrie.
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Sa notation de Seitz - Bauer est : {0 0 O|4Z} la translation de vecteurt associée

—

étant nulle. La transformation fait que a' =b ‘b'=-4da :C'=C dou la matrice de
symétrie agissant sur les coordonnées :

aX'o ad -1 Ooae<o
GyT=%1 o0

ézﬂ 0 0 1ﬂ§

On vérifie que le vecteur - position (3/4 -1/4 0) est transformé en (-1/4 3/4 0). Si (A) est
la matrice ci-dessus :

det (A)=1 Trace (A) =1
j =p/2=2p/4,l'axe z est invariant. C'est bien la représentation d'un 4, .
Equation aux valeurs propres : (n® + 1) (1 - m) =0 une valeur propre réelle m= 1, deux
imaginaires m= + - i.

L'élément de symétrie est la direction propre associé a la valeur propre = +1 c'est
évidemment l'axe z.

&0 1 00
0 Soit l'opération inverse 4, : elle s'écrit : (Z ) 10 0:
g O 0 - 1,3

Equation aux valeurs propres : (7 + 1) (1 + m) = 0, une valeur propre réelle m= -1
deux imaginaires m=+ - i

& 0 0o
0 Soit un miroir m, de normale z : il se représente par :(mz) = QO 1 0 :
éo 0 -1

Equation aux valeurs propres : (m- 1)2 (1 + n) =0, une valeur propre réelle m= -1,
deux dégénérées m=1

m= 1 vy etvy indéterminés, v, =0 : la direction propre est quelconque dans le
plan du miroir.

= -1:vw=vy =0, Vv; quelconque : la direction propre est normale au plan du
miroir.

7.5.2 Elément de symétrie décalé par rapport al'origine

Considérons a titre d'exemple une opération de symétrie d'ordre 4 autour d'un axe
paralléle al'axe z, décaléde U :(1/2 1/20)

Sa notation de Seitz-Bauer (S - B) est {tx ty 0|4Z} puisque l'opération est sans

glissement suivant z ( t = 0). La détermination des composantes §, t, de t, est
obtenue par identification :
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, N el 15ad/20 aéxo
E)-(4,)gu=t s
6E)- (4.)0 81 1;531/2;& etyfa

ontrouvet,=1;t,=0 d'ol lareprésentation de cet opérateur :{ 10 0| 42}

Sa représentation matricielle rapportée aux vecteurs de base d'une maille quadratique
(ou cubique) permet de trouver les coordonnées x'y' z' du vecteur x y z transformé :

a&x'0 & -1 0 1oax0
(; = g +(; -
gy+:91 0 O O+(;y+
(;z‘f cO 0 1 Ofng
§15 & 0 0 1581,

Le vecteur - position (7/8 3/8 0) est transformé en (5/8 7/8 0).,Fig 6.5

7.5.3 Miroirs a glissement

o Considérons un miroir {OOl/Z‘my} - il s'agit d'un miroir de normale y avec un

glissement ¢/2 passant par l'origine :

& 0 0 06
Q -10 07
0 0 1 1/2¢

€ 0 0 1,

o Considérons un miroir my, de normale [1 1 0]: la matrice s'écrit dans une maille
cubique ou quadratique compatible avec ce miroir :

an -1 06
(m)=51 0 O
0 0 15

On verifie que det (myy) =-1 etque- (1 +2cosj )= 1 soit=p + 2kp.

{1/4 -1/4 Olmw} représente un miroir & glissement d passant par l'origine. La

matrice s'écrit :

a0 -10 1/49
1 0 0 -1/4]
¢O 0 1 0 =
€0 0 0 1 4
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75.4 Axes hélicoidaux

L'écriture de la matrice augmentée (4,4) ne présente pas de difficulté particuliére.

Par exemple,{ 1/200]| ZX} ;

Il s'agit d'un axe binaire agissant autour de x avec un glissement égal a a/2, et passant
par l'origine. La matrice rapportée a une maille orthogonale s'écrit :

ada 0 0 1/26

Q@ -10 07
0 0 -1 0+

0 0 0 1,

Pour une opération décalée par rapport a l'origine il suffit d'ajouter les composantes t.

lies a la translation, a celle det, liée au glissement.



